Capitulo 9

Momentos de inércia das figuras
planas

9.1

Introducéo

Definicdes:

eixo de simetria: recta, que se existir, divide a figura em duas partes tais que
estejam uma para a outra como um objecto para a sua imagem no espelho.

centro de simetria ponto de cruzamento de dois eixos de simetria. Uma
figura plana sé poder ter um centro de simetria.

s

momento estatico da 12 ordem de area A de uma figura em relacdo a um
polo O (Capitulo 7) é:

So = / 7dA (9.1)
A

onde d A é a &rea elementar e 7’ representa o vector posicao da area elementar
ao ponto O.

Os momentos estaticos em relagdo aos eixos de simetria sdo sempre nulos.
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centro de gravidade, centroéide, centro de massa de uma figura é o ponto
de coordenadas (z¢ , y) do plano da figura dado por:

rdA dA
$G=7fA ) szifzil .

eixos centrais passam pelo centro de gravidade. O centro de gravidade
coincide com o centro de simetria, se este existir. O centro de gravidade
existe sempre, podendo estar fora da figura.

momento da 22 ordem ( momento de inércia — geométrica) de area A de
uma figura em relacdo a um eixo e, co-planar com ela é dado por:

L. = / r2dA (9.2)
A

onde r é a distancia ao eixo da area elementar d A.
Em relacéo a dos eixos coordenados x e y:

Im:/ y*dA; [yy:/ z?dA. (9.3)
A A

O momento de inércia esta relacionado com o efeito dos sistemas de forcas
distribuidas numa area (volume).

momento polar de inércia de area A de uma figura em relagéo ao eixo z
ou um polo (ponto O origem dos eixos coordenados) é dado por:

I, = / r?dA = / (° +y*)dA = Ly + 1, . (9.4)
A A

produto de inércia de area A de uma figura em relacdo a dois eixo co-
planares com ela, eixos coordenados x e v, € dado por:

Ixy:/ xydA. (9.5)
A

O produto de inércia é relevante sempre que se trata de uma seccdo sem
eixo de simetria ou no caso da rotacao dos eixos.
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tensor de inercia Os momentos (I, 1,,) e o produto (I,,) de inércia de
uma figura plana referida a um sistema de eixos ortogonais (= , y), formam
um tensor de 22 ordem simétrico:

o [mm _[my
[

yr yy

raio de giracdo de area A de uma figura em relativamente aos eixos coor-

denados, é dado por:
Ly I
ky =1/—; ky:\/% (9.6)

O raio de giracdo polar € dado por:

fi
ky=| % =R+ E (9.7)

O raio de giracdo mede a distribuicdo da area a partir do eixo. A unidade Sl
[m].

Observacoes

O momento de inércia ¢ momento do momento estatico.
O momento de inércia e 0 momento polar inércia s&o sempre positivos.

O produto de inércia pode tomar valores positivo, negativo ou nulo.

9.2 Célculo dos momentos de inércia por integrais

Rectangulo
Os momentos de inércia em relagdo aos eixos x e y.

h bh3
dl,, = y?’dA =y*bdy = I,, = / dl,, == / y2bdy = 5
0

A

b hbg
drl,, = 22dA = 22 bdx = I, = / dl,, == / x?2hdx = 5
A 0

y Y y Y
o 1! dA=hdx
2 : | ]
h [Gi | _ . h LGN .
! X ! X
Sy dA=bdy !
- IS P -» X - el -» X
r)_O b r)_0, b |
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Os momentos de inércia em relagdo aos eixos centrais =’ e 3/

h/2 bh3

dlyy =dIl, = y*dA =y?bdy =1, = / I, == / y?bdy = —

A —h/2 12

!/ 12 12 / ! ! b/2 12 / th

dly,, =dl, =2"dA=2"bdz" =1, = / dl,, == / r“hdx’ = o
A —b/2

O produto de inércia em relacdo aos eixos centrais =’ e y’ € nulo sendo eixo de
simetria. O produto de inércia em relagdo aos eixos z e y é:

262

b h h
dlyy =2ydA =1, = / / rydedy = —
o Jo 4

Circulo
O momento polar de inércia do circulo de raio R em relagdo ao polo O origem
dos eixos centrais x e y é:

R 71_}%4
d]p:r2dA; dA =2mrdr :>Ip:/d]p:/ 27‘(‘7“3(1’/’:7
A 0

Tendo em conta que qualquer eixo que passa pelo ponto O é eixo de simetria
I, = I,, e utilizando a relagéo 9.5:

I TR*
Os raios de giragéo séo:

wo_ o _ [TRYA R BV2
PevA Voeorrr 27 Y Y 4

9.3 Variacdo dos momentos de inerciaem relacdo ao
translacao dos eixos

O momento de inércia em relagdo a eixos do referencial (z’, ') paralelos aos
eixos do referencial (x, y) situado a uma distancia d (d, d,), pode ser expresso
em funcdo dos momentos de inércia calculados em relagdo aos eixos x, y e a
distancia d, sendo os momentos de inércia duma area elementar d A:
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dlyy =dI, = y?dA = (y + dy)’dA = y* dA+ 2yd, dA + d; dA =
g$:/}ﬂ¢4+m@/ydA+d;/dA:,m+2%sr+@A
A A A
Analogamente para o I,
Iy=1,+2d,S,+d> A

e para o produto de inércia:
Ly =1, = /A(y +dy) (v +dy)dA = I, + dySy + d,.Sy + dyd, A

onde S, e S, sd0 0s momentos estaticos da area A em relagdo ao eixos z e y.
Se o referencial (z, y) for central (O = G), os momentos estaticos S, e S,
anulam-se e fica:

Liw = Lo+ d2 A (9.8)
Iyy =L+ d2A (9.9)
Ly = Loyc + dydy, A (9.10)

Este resultado constitui o teorema de Steiner ou teorema de transmissdo de mo-
mentos ou dos eixos paralelos.
O momento de inércia polar resulta:

[p/ = [O/ e [m/m/ —|— [y/y/ = IG + (di + dZQI) A

9.4 Variagdo dos momentos de inerciaem relacdo ao
rotacao dos eixos

Para determinar os momentos e o produto de inércia de uma figura plana relativa-
mente a um referencial qualquer (z’, y) que se obtém de (=, y) através de uma
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rotacdo com angulo «, escrevem-se as coordenadas do centroide da area elementar
no novo referencial (z’, y') nos antigos (z , v).

2 =xcosa+ ysina
Yy =ycosa — xsina

e substituindo nas equacdes (9.3) e (9.5) se obtém:

I, = ILgcos’a+ I, sin®a — I, sin 2a
L, = I sin® o + I, cos® a + I, sin 2av
I, — 1
] o / o xrx yy .
L, =1, = — 5 sin 2a + Iy cos 2c

9.4.1 Transformacéao ortogonal do tensor da inércia

Os momentos e o produto de inércia relativamente a um referencial qualquer
(', y') que se obtém de (z, y) através de uma rotagdo com angulo «, podem
ser obtidos por uma transformacéo ortogonal do tensor I, com a matriz da trans-
formacdo T':

Ty Tho
T = ;
{ Tor To }

- =

- Ty = cos(&, &);
- 7 el -

A matriz T contém as componentes dos versores dos novos eixos (z’, y') nos

antigos (=, y). A matriz dos cosenos directores dos novos eixos nos antigos:

B { cos(y, ¥1) cos(Z, 7o) ] B [ cosa —sina }

cos(Ty, ¥1) cos(Ty, To) sina cosa

A matriz T ¢ ortogonal T°' = T.
Os tensor da inércia no novo referencial I’ calcula-se pela relacdo da transfor-
macao ortogonal do tensor I:

I —TIT" — cosa —sino I, —I, cos  sina
sina  cosa —Lye 1y —sina  cos«

I, = I cos? a + Iy, sin? v — 21, sin o cos o (9.11)

I;y = I,sina+ I, cos® a + 21,,sinacos o (9.12)

L,=1, = (L —Iy)sinacosa+ ILy(cos’ « —sin® o) (9.13)



9.5 Momentos principais de inércia 33

I = |: Ialzza: _Ialcy :|

! !
]Z/x Iyy

9.5 Momentos principais de inércia

Para qualquer ponto O existe um determinados par de eixos (x;, x;;) ortogonais
para qual o produto de inércia anula-se e 0 momento de inércia ., tem valor
maximo. Estes eixos chamam-se eixos principais ou direc¢des principais de
inércia e os momentos de inércia chamam-se momentos principais de inércia.
A partir da equacgéo (9.11) temos:

dr;, .
Ta lacag = =21y cos2ac — (Iyy — Iy) SIn 20| gy = 0
_]J:y . ~ e .
tan20) = ——+— — direcgBes principais ()
I:m: - [yy
2

Os momentos principais de inércia (sempre I; > I;;):

Lo+ 1 L. —1,\>
J, == Y% T Yy J2
I 5 +\/( 5 ) + 1z,
J A L. —1,\2
]- — rr yy_ xTrr yy 1—2
= (72 )-i- 2y

Os momentos principais de inércia representam os valores maximo e minimo que
0s momentos de inércia da area da figura pode tomar em relagdo aos eixos or-
togonais com origem no ponto O qualquer. Se o0 ponto O = G for o centro de
gravidade da figura o referencial (x;, x;;) que diagonaliza o tensor da inércia
chama-se referencial principal central de inércia.

Utilizando a transformacé&o ortogonal para os tensores bidimensionais

Interesse agora a transformacao de referencial (x, y) para (x;, x;;) - referencial
principal - em relagéo a qual o tensor de inércia é diagonal. As componentes deste
tensor chamam-se momentos principais de inércia.

_ I:m: _[:cy "no__ [I 0
I_[—[ I ] - I‘{o [H}

yr vy

I"=T1I1T"
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Utilizando a circunferéncia de Mohr (tensores bidimensionais)

Em alternativa pode-se recorrer ao circunferéncia de Mohr, o que é uma represen-
tacdo gréfica da lei de transformacdao do tensor I.

_[y:r Iyy
Os par (Iy, —1.y) € (=1, 1,,) representam as componentes do tensor associ-
adas a direcgdo x e y, respectivamente.

e Marquem-se na circunferéncia, as componentes do tensor no referencial ro-
dado, (z, y):

T OC + Rcos2a —Rsin 2« | L —Iy
o —Rsin 2« OC — Rcos2a | | =1, I,

I nt

1OC-RcosZn

2

ST 0C — Iy + Iy
a4 1 ||

S' 0 I'nn R= I =1
= 2

&

OC+Rcosxx 4

Convencao: a componente I,,, marca-se na circunferéncia de Mohr com
sinal trocado. (Os pontos 1 e 2 tem as coordenadas 1([/,,,—1,,) e

2(—[9&9&7 ]yx))

e Formulas:

[mm+[yy ]:m:_[yy ?
0C = =t R:\/(T + 12,

tan 2o = M - direccdes principais
- coes p p

vy

2
Ir=0C+R Irr=0C—-R

Nota-se que a rotagdo real dos eixos coordenados é no sentido contrario
com metade do angulo a rotagdo na circunferéncia de Mohr.

Nota:
I:m: + [yy o II + [II

2 2

oC = (é invariante)
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e Cada ponto da circunferéncia representa as componentes do tensor associ-
adas a uma das direcgdes, a qual roda com um angulo duplo e em sentido
contrario (—2«) ao dos respectivos eixos coordenados («).

9.6 Momentos de inércia das figuras compostas

Uma figura pode ser dividida em figuras simples. Nestas condi¢es, 0os mo-
mentos de inércia da figura composta a um eixo obtém-se por soma algébrica
(soma/diferenca) dos momentos de inércia de cada figura componente em re-
lacdo a esse eixo. Os momentos de inércia das figuras geométricas elementares
encontram-se nas tabelas.

L= Li; I,=> I;; Li=> I (9.14)

O raio de giracdo de uma superficie composta ndo é igual a soma dos raios de
giracdo parcelares. Para calcular o raio de giragéo é necessario calcular o momento
de inércia da figura composta.

Problema 9.9 Exemplo de calculo para um anel com raio R; e Rj:

I :]2_]1:@_@_7T

p P P 2 2 - §(R§_Ril)

Contudo, antes de adicionar/(subtrair) os momentos de inércia das areas parce-
lares, podera ser necessario utilizar o teorema dos eixos paralelos e/ou rodar 0s
eixos para transferir cada momento de inércia para o eixo desejado.

Problema 9.10 Calcule os momentos de inércia I, e I, para a figura composta.

y 4 I, = qquad 4 o ysc _ jAuad | o se | gse g2
i
: 2047 2027 /80?2
L% = —~ — | =17561.1mm*
oC S 5 <3ﬂ) 7561.1mm
20 40 202 /80 2
A e L =" (1m611+ " 4920 | = 1268318mm?
X 12 2 3T

1, = 19uad o gscirc _ Quad  , sc

! 40* 720*
! b= t27%

= 338997mm*
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Para facilitar os calculos usam-se as folhas de célculo (Tabela Problema 9.11).
Divide-se a figura em &reas simples, parcelares, com posi¢do do centro de gravi-
dade e momentos de inércia centrais conhecidos. Escolha-se um referencial arbi-
tréario (z, y).

Comp. | A |z¢ |Ye, | Su Syi | za |ya | L

TGi YaGi

DA - s [ 28k | 228 | Te | Ya | - - e | 2

I

Yi

Definicdes:
A; - areas parcelares;

xa,, Yg,- distdncias a referencial (z , y) dos centros de gravidade das areas
parcelares;

Szi = Aiya,, Syi = Aizg, - momentos estaticos das areas parcelares em
relagdo aos eixos do referencial (x,y);

ZAZ‘, G ZAZ
posta no referencial (x, y);

g - distancia do centro de gravidade figura com-

I

TGi!

I,.., - momentos de inercia baricéntricos das areas parcelares;

Li = L, + Ai(ye, — va)?, L = L., + Ai(rg, — xg)* - momentos de
inércia parcelares, em relacdo ao centro de gravidade da sec¢do composta
(Teorema de Steiner).

Lio=Y I, I,=> I, - momentos de inércia da figura composta,
em relag&o aos eixos centrais da secgao.

Tabela 9.1: Folha de célculo

Problema 9.11 Determine os momentos principais de inércia para a seguinte
figura composta:
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051 iy

Ai rg, Ya; Sﬂci Syi IxGi YGi ]ﬂﬁi ‘[yi
1125 0 0 0 0 5.208 | 0.052 | 5.208 | 0.052
15| 125 | 275 | 1.875 | 4.125 | 0.03125 | 1.125 | 11.375 | 4.668

3 |15]-125]|-275]|-1.875 | -4.125 | 0.03125 | 1.125 | 11.375 | 4.668

N

[X]55] - [ - [ 0 | 0 [ - [ - [279583]699 |
0.5 x 53 , 5% 0.53 ,
I, = = = 5.208em’ s 1, = == = 0.0520833 cm
3 3
Lo, = Lo, = 5 Xlg‘5 =0.03125em"; L =1, = % 1195 em?

I, = I, = 0.03125 + 1.5 x 2.75° = 11.375cm*

I, =1I,, =1.125+ 1.5 x 1.25% = 3.46875 cm*

Iy, =0+2x3x0.5x 1.25 x 2.75 = 10.31 cm*

A matriz de inércia é:
| 279583 —10.31

I= —-10.31  6.99

Marcam-se no referencial (1, [,;) 0s pontos (1) e (2) com as coordenadas
(27.95, —10.31) e (6.9, 10.31), respectivamente.
Calculam-se a posi¢do do centro da circunferéncia e o raio:

Lw + 1, 2795+ 6.99
2 - 2

oC = = 17.47mm*

R=./(I,, —OC)2+ 12 = +z2+10.312 2 14.70 mm*
Yy



38 Momentos de inércia das figuras planas

Int L y X
lyy= 6.9 y
| X /
4 057 R 1
SN
5

3
Iy =277

X
a=2225

G
X Y 05 3
o =2225 &5 j\%
X 3 :

y— [cm]

1xx=27.95
1) =21.17
As momentos principais de inércia obtém-se:

I; =0C + R=17.47 +14.70 = 21.17 mm*

I;; =0C — R=17.47—14.70 = 2.77 mm*
L, 10.31

tan(2a) = _
an(20) IL.—OC 27.95— 1747
1 10.31
_ - — 22.95°
Q 5 arctan 1043 o 5}

Resulta que a direccéo principal z; obtém-se rodando o eixo z de a = 22.25° no
sentido horario.

9.7 Problemas propostos



Apéndice A

Circunferéncia de Mohr para
tensores bidimensionais de 22 ordem

A circunferéncia de Mohr, para tensores de 22 ordem simétricos, é uma represen-
tacdo gréfica da lei de transformacao.

A.0.1 Tensores bidimensionais
Seja

o[ 8,

0 Cor

a matriz de um tensor de 22 ordem simétrico, reduzido a forma canonica, e sejam
x7 € xyr 0S eiXos principais.

T e Considere-se a transformacéo
!
Ty de coordenadas (zj, zj;) —
€ xll (.771, .I‘Q)
& € . x
2 < a . e A matriz de transformacdo T
1

. é dada ent&o por:

T _ cos(€y, €r) cos(ér, €r7) | | cosa  sina
| cos(éy, €1) cos(éy, €r7) | | —sina cosa

e O tensor C' transforma-se de acordo comaleiC =T C'T7, ou

C’:{Cn 012]:{ COoS (v sina} {CI 0 }{cosa —sina}

Cy Coy —sina cosao 0 Oy sina  cosa

Efectuando os produtos matriciais, obtém-se:

C— Cycos?a+ Cpysin® (Crr— Cr)sinacosa
| (Cr—Cp)sinacosa Crsina + Cpycos® a
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Cr+Cir Cr—=0Cypy Cr—Cir .
5 + 5 cos 2« ———————sin 2«
C= Cr—Cyr . Cr+Cr Cr—=Cypy
———————sin 2« — CoS 2«
2 2 2
Fazendo a notacao
cr+C c;—-C
oc =Y —g Ir oY . 7

0 novo tensor C' escreve-se

OC + Rcos 2« — Rsin 2« }

C= { —Rsin 2« OC — Rcos 2«

e Considerando a 12 (ou a 29) linha da matriz e designando por C,,,, a com-
ponente de indices iguais e por C,,; a outra componente,

Cpn = OC + Rcos 2« N Cpn — OC = Rcos 2
Ch: = —Rsin 2« C,: = —Rsin 2«

Quadrando e somando obtém-se
(Cpp — OC)* + C2, = R?

0 que representa a equacdo de uma circunferéncia num referencial
(Cpn, Crt), cOm o centro em (OC, 0) e de raio R.

Cnt

C[[ CI

(N

OC:CI_'_CH
2

 Cr—=Cyp
= 2

e Marquem-se na circunferéncia, as componentes do tensor no referencial ro-
dado, (Q?l, ZCQ):

C— OC + Rcos2a —Rsin 2« | O Oy

N —Rsin2a OC — Rcos2a | | Cy Coy

Os par (Cy1, C12) € (Coy, Cyo) representam as componentes do tensor as-
sociadas a direccdo x; e x», respectivamente.
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Convencéo: a componente C; marca-se na circunferéncia de Mohr com
sinal trocado.

e Formulas:

_ G+l O+ 0y (é invariante)
2 2
Cr=0C+R Cir=0C—-R
012
Cll - 022
2

ocC

tan 2a =

e Cada ponto da circunferéncia representa as componentes do tensor associ-
adas a uma das direcgdes, a qual roda com um angulo duplo e em sentido
contrario (—2«) ao dos respectivos eixos coordenados («).



